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* Programacao Dinamica nao esta relacionada com um
programa de computador.
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— A palavra esta relacionada com um método de solugao baseado em
tabela.
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* Programacao dinamica (PD) x Divisao e conquista (DeC):

— DeC quebra o problema em sub-problemas menores.

— PD resolve todos os sub-problemas menores mas somente reusa as
solucoes 6timas.
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e Dica:

— Quando

Ztamanho dos subproblemas = O(n)

— E provavel que o algoritmo recursivo tenha complexidade
polinomial;
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e Dica:

— Quando

Ztamanho dos subproblemas = O(n)

— Neste caso, nenhuma técnica mais elaborada é necessaria;
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e Dica:

— Quando

Ztamanho dos subproblemas = O(n)

— Vocé precisa apenas da descricdo recursiva da resolugao;
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 Dica 2:

— Quando a divisdo de um problema de tamanho 7n resulta em n
subproblemas de tamanho n-1 cada um

* E provavel que o algoritmo recursivo tenha complexidade
exponencial;



%UNIFAL-MG

Universidade Faederal de Aifenas

Programacgao Dinamica

 Dica 2:

— Neste caso, a programacao dinamica PODE levar a um algoritmo mais
eficiente;
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 Dica 2:

— A programacgao dindmica calcula a solugdo para todos os sub-
problemas, partindo dos sub-problemas menores para os maiores,
armazenando os resultados em uma tabela.
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 Ponto chave:

— A vantagem é que uma vez que um sub-problema é
resolvido, a resposta é armazenada em uma tabela e
nunca mais é recalculado.
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e Ponto Critico:

— A solucao do subproblema s” que compde o problema maior s,
deve ser 6tima também para o problema s.

* assim, pode-se aproveita-la completamente;
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« Exemplo:

M=M,xM,xM, x..xM_

* onde M, é uma matriz com i—1 linhas e i colunas,
2 <=1 <=n.
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M=M,xM,xM, x..xM_

 Isso serve para dizer que o nimero de colunas da matriz i é
igual ao namero de linhas da matriz i+1;
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« Exemplo:

M=M,xM,xM, x..xM_

* A ordem da multiplicacdo pode ter um efeito enorme no
namero total de operacdes de adicdo e multiplicacao
necessarias para obter M.
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* Considere o produto de uma matriz de dimensao /;%c; por
outra matriz de dimensdo I,%c, cujo algoritmo requer
O(l;.¢;4.c,) operagdes.

— Lembre-se do algoritmo de multiplicagdo de matrizes
(3 loops aninhados);
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* Considere o produto de uma matriz de dimensao /;%c; por
outra matriz de dimensdo I,%c, cujo algoritmo requer
O(l;.¢;4.c,) operagdes.

— Lembre-se do algoritmo de multiplicagdo de matrizes
(3 loops aninhados);

* Lembrando: ¢;=I,

* Considere o produto

M =M1110,20 % M Zpa050 X M 3501 X M 4y 10

— onde as dimensodes de cada matriz aparecem entre colchetes.
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M =M110,201 % M Zpa050 X M 3500 X M 4y 104

* Considere duas formas possiveis de multiplicar as matrizes:
— Operacoes = O(l;.c;.c,)

M = M]_ X (ﬂd’g X (ﬂ/f’j X fbfq_))

50 x 1 x 100 = 5000 operacdes

M = My x (Ms x M), sendo M,[50, 100]
\—r_-/
20 x 50 x 100 = 100000 operacdes

M = My x My, sendo M;[20,100]
\_,_1
10 x 20 x 100 = 20000 operacdes

Total = 125000 operacodes
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M =M110,201 % M Zpa050 X M 3500 X M 4y 104

* Considere duas formas possiveis de multiplicar as matrizes:

— Operacoes = O(l;.c;.c,)

M = M]_ X (MQ X ﬂ/f3 X ﬂjq_))

50 x 1 x 100 = 5000 operacdes

M = My x (Ms x M), sendo M,[50, 100]
\_Y_J
20 x 50 x 100 = 100000 operacdes

M = My x My, sendo M;[20,100]
\_,_1
10 x 20 x 100 = 20000 operacdes

Total = 125000 operacodes

M = (M1 X (ﬂ’[z X ﬂ/f3)) X fVLq
k_Y_J

20 x 50 x 1 = 1000 operacoes

M = (M1 x My) x My, sendo M,[20,1]
\_Y_/

10 x 20 x 1 = 200 operacoes

M = My x My, sendo My[10,1]
\_Y_p'
10 x 1 x 100 = 1000 operacdes

Total = 2200 operacoes
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« Tentar todas as ordens possiveis para minimizar o namero
de operacoes f(n) é de ordem exponencial em 7, onde f(n) >=
211—2;
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» Este problema é o de tentar todas as possiveis possibilidades
na colocacgdo de parénteses;
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* Vamos analisar no quadro, as diversas possibilidades na
colocagao de parénteses ao multiplicar 4 matrizes, por
exemplo;

M=M,xM,xM,xM,
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« Usando programacao dinamica é possivel obter um
algoritmo O(n).
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e Vamos voltar a matriz:

M =M110,201 % M Zpa050 X M 3500 X M 4y 104

* Definiremos uma tabela que mostra o custo m;; de obter a
matriz que é resultante da multiplicacao da matriz M; até a
matriz Mj; 1<=j.
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M =M110,201 % M Zpa050 X M 3500 X M 4y 104

* Quando i=j, M;; = 0, obviamente.

m11 =0 (1020) | m22 =0 (20,50) | m33 =0 (50,1) | maa =0 (1,100)
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M =M 1(10,20) xM 2[20,50] <M 3[50’1] <M 4[1’1001

10.000=0+(10x20x50
* Quando i=j, M;; = 0, obviamente! (10x20x50)

m11 =0 (1020) | m (20,50) | m33 =0 (50,1) | maa =0 (1,100)

m1o = 10.000
(10,50)

1T AT
W] A ko
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M =M 1(10,20) xM 2[20,50] <M 3[50’1] <M 4[1’1001

 Quando 1=j, M;; = 0, obviamente. 1.000=0+(20x50x1)

mi11 =0 (10,20) | m22 =0 (20,50 y/ (50,1) | maa =0 (1,100)
m1o = 10.000 | mo3 = 1.000—
(10,50) | ar, w1 (20,1)

1T AT
W] A ko
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M =M 1(10,20) xM 2[20,50] <M 3[50’1] <M 4[1’1001

 Quando 1 5.000=0+(50x1x100) nte.

mi11 =0 (10,20) | m22 =0 (20,50 \\{\z O (50,1) | maa =0 (1,100)

m1o = 10.000 | mo3 = 1.000 ma4 = 5.000
(10,50) | ar, « ars (20,1) (50,100)

N P O 10 . AT
L s g 13 A 44
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M =M 1(10,20) xM 2[20,50] <M 3[50’1] <M 4[1’100]

* Quando i=j, M;; = 0, obviamente.

m11 =0 (1020) | m22 =0 (20,50) | m33 =0 (50,1) | maa =0 (1,100)

m1o = 10.000 mo3 = 1.000 m34 = 5.000
(10,50) | ar, « ars (20,1) (50,100)

N P O 10 . AT
L s g 13 A 44

m13

(M1x(M2xM3) = ?
(M1IxM2)xM3) = ?
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M =M 1(10,20) xM 2[20,50] <M 3[50’1] <M 4[1’100]

* Quando i=j, M;; = 0, obviamente.

m33 =0 (50,1) | masa =0 (1,100)

m34 = 5.000
Ms x Ma (50,100)

.-'Mrl X, _.'Mrg
m13

(M1x(M2xM3) = 1000+(10*20*1)=1.200
(M1xM2)xM3) = ?
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O(l;.c;.c,)

M =M 1(10,20) xM 2[20,50] <M 3[50’1] <M 4[1’100]

* Quando i=yj, Mi]- = (0, obviamente.

m11 =0 (1020) | m22 =0 (20,50)| m33 =0 (50,1) |Jaa =0  (1,100)
m1o = 10.000 mo3 = 1.000 m34 = 5.000

My x My (10,50) ¥ ats » 015 (201) | aas x My (50,100)
m13

(M1x(M2xM3) = 1.000+(10*20%1)=1.200
(M1xM2)xM3) = 10.000+(10*50*1) =10.500
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M =M 1(10,20) xM 2[20,50] <M 3[50’1] <M 4[1’1001

* Quandoi=j, M;; =

Y

0, obviamente.

m11 =0 (1020) | m22 =0 (20,50) | m33 =0 (50,1) | maa =0 (1,100)
m1o = 10.000 mo3 = 1.000 m34 = 5.000
My % Mo (10,50) | ar, « 15 20,1) | ars « 0y (50,100)
i3
\\ Para multiplicar de

M1 até M3, é melhor
gue seja efetuada a
operacao

(M,xM3)=M,, e depois

M X(M,3).
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O(l;.c;.c,)

M =M 1(10,20) xM 2[20,50] <M 3[50’1] <M 4[1’1001

mi11 =0 (1020) | m22 =0 /Gf m33 =0 (50,1) | maa =0 (1,100)
m1o = 10.000 m34 = 5.000

M x M; (10,50) (50,100)
mi3 = 1.2007
(Ma = M4)(10,1)

1T ;
iy =

Wi . AT
I3 = Mg
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O(l;.c;.c,)

M =M 1(10,20) xM 2[20,50] <M 3[50’1] <M 4[1’1001

* Quando =y, Mi]- = (0, obviamente.

mi11 =0 (10,20) | m22 =0 (20,50) | m33 =0 (50,1) | maa =0  (1,100)
m1o = 10.000 mo3 = 1.000 m34 = 5.000
My x Mo (10,50) | ar, « 15 20,1) | ars « 0y (50,100)
m13 = 1.200 Moy
My = (Msz x -'l-'r?.;l(lofl) o \\ Para mu|tip|icar de
M2 até M4, é melhor
gue seja efetuada a

operacao
(M,xM3)=M,, e depois
(Myz)XMy,.
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O(l;.c;.c,)

M =M 1(10,20) xM 2[20,50] <M 3[50’1] <M 4[1’1001

mi11 =0 (1020) | m22 =0 (2(/ /éa =0 (50,1) | maa =0 (1,100)
m1o = 10.000 mo3 = 1.0 m34 = 5.000
My % Mo (10,50) 20,1) Vs x M (50,100)

m13 = 1.200
,» A .'rg s 1 .'r?_;l (10/1)

1T .
Mg =

moa —3.000
Ms) x M4(20,100)

I-'1Ir_ .
___l..__.l Y
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O(l;.c;.c,)

M =M 1(10,20) xM 2[20,50] <M 3[50’1] <M 4[1’1001

* Quando =y, Mi]- = (0, obviamente.

m11 =0 (1020) | m22 =0 (20,50) | m33 =0 (50,1) | maa =0 (1,100)

m1o = 10.000 mo3 = 1.000 m34 = 5.000
(10,50) | 1z » 11 200) | aps s 0 (50,100)

Iq

1T AT
W] A ko

m13 = 1.200 mog = 3.000
A .'r]_ *, ":_1L .'rg s 1 .'r?_;l(loll) |:_1L I o2 A .'r_:-;;" s ) .'r4(20/100)

m14 | Para multiplicar de
\!\ M1 até M4, é melhor
gue seja efetuada a
operacao
(M1x(MyxM3))=My; e
depois (M3)XM,,.
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O(l;.c;.c,)

M =M 1(10,20) xM 2[20,50] <M 3[50’1] <M 4[1’1001

* Quandoi=j, M

0, obviamente.

ij
m11 =0 (1020) | m22 =0 (20,50) | m33 =0 (50,1) | maa =0 (1,100)
m1o = 10.000 mo3 = 1.000 m34 = 5.000

My % M, (10,50) | aso » 11 (201) | apwar,  (50,100)

m13 = 1.200
_1L .'r]_ =, ":_1L .'rg *, _‘l .'r?.;|(10/1)

moga = 3.000
24
|:_1l .'r-',l H, _1L .'r_:-;;" >, _1L .'r4(20/100)

mygq = 2.200

" _‘l .'r]_ . [;_‘l .'rg X, _‘l .'r?_JJ i _‘l .'rq

(10,100)

2200=1200+(10x1x1000)
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* Funcao de Fibonacci:

1,se n=0;
fib(n)=<1sen=1;
fib(n—1) + fib(n—2),caso contrario
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* Material de aulas do Professor Loureiro (DCC-UFMG)
— http://www.dcc.ufmg.br/~loureiro/paa/
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