%UNIFAL-MG

Universidade Faederal de Aifenas

Projeto e Analise de Algoritmos

NP Completude - Parte 2

Prof. Humberto Brandéao
humberto@bcc.unifal-mg.edu.br

Universidade Federal de Alfenas
Departamento de Ciéncias Exatas
versdo da aula: 0.2


mailto:humberto@bcc.unifal-mg.edu.br
mailto:humberto@bcc.unifal-mg.edu.br
mailto:humberto@bcc.unifal-mg.edu.br

%UNIFAL-MG

liversidade Federal de Alfenas

Ultima aula

 Problemas faceis vs. Problemas dificeis:
— O quanto podem ser parecidos;



%UNIFAL-MG

versidade redeaeral de Allenas

Ultima aula

* O problema da Satisfabilidade Boleana (SAT):

— Porque é um problema tao especial;
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* Importancia da Reducao de problemas;
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* A classe de problemas NP-Completo e como seus
elementos estdo relacionados;
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* O conceito de transformacao polinomial é importante para
definirmos a classe NP-Completo;
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» Considere os problemas P1 e P2;
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* O conceito de transformacao polinomial é importante para
definirmos a classe NP-Completo;

» Considere os problemas P1 e P2;

* Suponha que existe um algoritmo para transformar qualquer
instancia de P1 em uma instancia de P2;
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* O conceito de transformacao polinomial é importante para
definirmos a classe NP-Completo;

» Considere os problemas P1 e P2;

* Suponha que existe um algoritmo para transformar qualquer
instancia de P1 em uma instancia de P2;

* Suponha que conhecemos um algoritmo A2 para resolver P2;
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* O conceito de transformacao polinomial é importante para
definirmos a classe NP-Completo;

» Considere os problemas P1 e P2;

* Suponha que existe um algoritmo para transformar qualquer
instancia de P1 em uma instancia de P2;

* Suponha que conhecemos um algoritmo A2 para resolver P2;

* Suponha que é possivel transformar o resultado de P2 em um
resultado de P1;
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* O conceito de transformacao polinomial é importante para
definirmos a classe NP-Completo;

» Considere os problemas P1 e P2;

* Suponha que existe um algoritmo para transformar qualquer
instancia de P1 em uma instancia de P2;

* Suponha que conhecemos um algoritmo A2 para resolver P2;

* Suponha que é possivel transformar o resultado de P2 em um
resultado de P1;

* Entdo, é possivel resolver P1 através de A2.
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* Exemplo:

— P1: Desejamos calcular o fluxo
maximo entre um conjunto de noés
servidores e um conjunto de nos
consumidores;

— Nao conhecemos algoritmo direto
e simples para este problema...
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Instancia Instancia Solucéo Solucéo
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* Exemplo:

— Podemos transformar a instancia G=(V,A) em uma instancia
modificada G'=(V’,A’) para problema de fluxo maximo de tinica
origem e unico destino, onde conhecemos algoritmo;

— G'=(V’,A’), onde:
o V'=VUs,t}
« A”={(s,x, o) | x é origem em G}
« A"'={(y,t, )|y é destino em G}
e« A'=ACACA"
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* Exemplo:
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* Exemplo:

— Com a instancia de P2, podemos
agora aplicar o algoritmo de
fluxo méaximo conhecido em P2:
Por exemplo, Ford-Fulkerson;
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* Exemplo:

— Obtendo a solucao de P2,
podemos converté-la em solugao
de P1, eliminando as arestas e

nos criados artificialmente para
P2.

— Assim, conhecemos o fluxo
maximo de P’1.
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* Consideracoes:

— Este exemplo mostrado, é a transformacdo de um problema
polinomial em outro polinomial;

— Ou seja, a transformacdo polinomial ndo serve apenas para o
estudo da classe de problemas NP-Completo;

— Transformando o fluxo méximo de varias origens e destinos (P1)
no fluxo méximo de origem e destino tnico (P2), estamos
dizendo:

* P2 éno minimo tao dificil quanto P1.
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* Para provar que um problema é NP-Completo, sdo
necessarios dois passos:
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* Para provar que um problema é NP-Completo, sdo
necessarios dois passos:

— 1) Mostre que o problema esta em NP:

* apresentando pelo menos um algoritmo nao deterministico
polinomial para o problema; ou

* Verificando sua solu¢do em tempo polinomial;
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* Para provar que um problema é NP-Completo, sdo
necessarios dois passos:

— 1) Mostre que o problema esta em NP:

* apresentando pelo menos um algoritmo nao deterministico
polinomial para o problema; ou

* Verificando sua solu¢do em tempo polinomial;

— 2) Mostre que pelo menos um problema NP-Completo pode ser
reduzido diretamente ao problema estudado.
* SAT ou qualquer outro NP-Completo.
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* Isso s6 é possivel porque Cook em 1971 apresentou uma
prova direta da SAT ser um problema NP-Completo, além do
fato de que a reducao polinomial é transitiva:

— Se (SAT o« P1) e (P1 oc P2) entdo
* SAT oc P2

— Como temos a prova de que qualquer instancia de qualquer
problema com algoritmo pode ser transformado em uma

instincia da SAT, entdo, P2 o« SAT.
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* Vamos supor que conhecemos

os seguintes problemas na
classe NP-Completo: @

* A seta do problema P para o @

problema Q, indica que P
pode ser reduzido em tempo

polinomial ao problema Q. @ @
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* Como mostrar que o

Problema do Caixeiro
Viajante (PCV) é NP- @
Completo?

* Quais sdo mesmo 0s passos

para a prova? @ @
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¢ Como mostrar que o PCV é
NP-Completo?

* Quais sdo mesmo 0s passos
para a prova?

— 1: Mostrar que existe algoritmo ND para o PCV;
— 2: Reduzir qualquer problema NP-Completo para o PCV;
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* 1: Mostrar que existe algoritmo ND para o PCV;

* Algoritmo ND para o PCV:

— Inicio
 Para todo vértice v do grafo G=(V,A) faca

— Antecessor[v] € escolhe( adjacentes(v) );
* Fim para.

— Fim
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« 2: Reduzir qualquer problema NP-Completo para o
PCV;

— Vamos reduzir o Ciclo Hamiltoniano no PCV;

Instancia Instancia Solucéo Solucéo
[ do CH }‘[ de PCV } ‘[ de PCV }‘[ de CH }
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« 2: Reduzir qualquer problema NP-Completo para o
PCV;

— Vamos reduzir o Ciclo Hamiltoniano no PCV;
Instancia Instancia Solucéo Solucéo
docH ™| gepcy || gepcy || Tgech

[ G=(V,A) ]
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* 2: Reduzir qualquer problema NP-Completo para o
PCV;

— Vamos reduzir o Ciclo Hamiltoniano no PCV;
Instancia Instancia Solucéo Solucéo
docH ™| gepcy || gepcy || Tgech

[ G=(V,A) ] [ G=(V,B) ]

B={(, ))[1,jeV}
c:VxV oR

o (Lse(ij)eA
C(I’J)_iz,se (i, j) & A
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« 2: Reduzir qualquer problema NP-Completo para o
PCV;

— Vamos reduzir o Ciclo Hamiltoniano no PCV;
Instancia Instancia Solugao Solucéo
docH ™| gepcy || gepcy || Tgech

[ G=(V,A) } [ G=(V,B) } [ seqtiéncia }
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* 2: Reduzir qualquer problema NP-Completo para o
PCV;

— Vamos reduzir o Ciclo Hamiltoniano no PCV;
Instancia Instancia Solucéo Solucéo
docH ™| gepcy || gepcy || Tgech

| G=v4) | | G=(vB) | | sequiéncia | o

- N

Se o custo do caminho do PCV é | V| entao,
existe CH para G.

Se o custo do caminho do PCV é maior que |V |
entdo nao existe CH para G.

- J
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* 2: Reduzir qualquer problema NP-Completo para o
PCV;

— Vamos reduzir o Ciclo Hamiltoniano no PCV;
Instancia Instancia Solucéo Solucéo
docH ™| gepcy || gepcy || Tgech

— Ao resolver um problema NP-Completo através de outro
problema Y, entdo Y também é NP-Completo, pois ele é no
minimo tdo dificil quanto o problema NP-Completo.
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 Também conhecida como NP-Arduo (NP-Hard);

* PPara mostrar que um problema é NP-Dificil, basta
satisfazer a seguinte condicao:

— Mostre que pelo menos um problema NP-Completo pode ser
reduzido diretamente ao problema estudado.

* Lembrando que esta é uma condig¢do necessaria para o
problema ser NP-Completo, ou seja:

— TODO PROBLEMA NP-COMPLETO E TAMBEM NP-DIFICIL.
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exclusivamente NP-Dificil

 Problema da Parada

— Para mostrar que um problema é exclusivamente NI’-Dificil,
quais sao o0s passos?

* 1) Mostre que o problema ndo esta em NP:

— Mostrando que nao existe nenhum algoritmo para ele;

 2) Mostre que pelo menos um problema NP-Completo pode ser
reduzido diretamente ao problema estudado.
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* Problema da Parada: mostrando que o PP nao esta em NP.

— Lembrando uma maquina de Turing...

Entrada w

A 4

MT

v

P(Z*)

Recursivamente enumeraveis

Vs

Recursivas

\_

|

Livres do contexto

Regulares

|

( , . N\
Sensiveis ao contexto

J

~\

v
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* Problema da Parada: mostrando que o Problema da Parada nao
esta em NP.

— Vamos supor que Problema da Parada seja decidivel (existe
algoritmo para ele);

se MT para para w
Entrada R<MT,w> > SIM

A 4
_U

se MT né&o para paraw _
» NAO




NP-Dificil
Exemplo de Problema
exclusivamente NP-Dificil

%UNIFAL-MG

Uaiversidade redaral de Allenas

* Problema da Parada: mostrando que o Problema da Parada nao
esta em NP.

— Tal algoritmo, sera aqui representado pela MT P;
* Entrada 1: algoritmo;
* Entrada 2: argumentos.

se MT para para w
Entrada R<MT,w> > SIM

A 4
_U

se MT né&o para paraw _
» NAO
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exclusivamente NP-Dificil

* Problema da Parada: mostrando que o PP nao esta em NP.

— Se conhecemos P, podemos criar P/, com uma pequena modificacao;

se MT para para w

Entrada R<MT,w> > SIM
] P se MT né&o péara para w _
» NAO
se MT para para w
Entrada R<MT,w> > LOOP

A 4
Y

se MT né&o péara para w _
» NAO
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* Problema da Parada: mostrando que o PP nao esta em NP.

— I, como é uma méquina de turing, pode ser codificada e servir como
entrada para a propria P’; (emulagao da emulacédo)

se P’ para para P’
R<P’>000R<P’> > LOOP

A 4
g

se P’ para ndo para P’ _
» NAO
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* Problema da Parada: mostrando que o PP nao esta em NP.

— I, como é uma méquina de turing, pode ser codificada e servir como
entrada para a propria P’; (emulagao da emulacédo)

se P’ para para P’
R<P’>000R<P’> > LOOP

A 4
g

se P’ para ndo para P’ _
» NAO

— Contradicao!!!

— Portanto o problema da parada é indecidivel. Ndo existe MT para
ele. Portanto ndo existe algoritmo para ele;
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* Problema da Parada: mostrando SAT pode ser reduzida ao PP

— Considere o algoritmo A cuja entrada é uma expressao booleana na
forma normal conjuntiva com n variaveis;

— Basta tentar 2" possibilidades e verificar se é satisfativel.
* Se a expressao for SAT, A para;
* Sendo, entra em loop (ndo para).

se A para p/ expressao
R<A,expressao> > SIM

A 4
_U

se A nao para p/ expressao
» NAO

— Logo, o problema da parada é NP-dificil, mas ndao é NP-completo.



NP-Dificil
Exemplo de Problema
exclusivamente NP-Dificil

%UNIFAL-MG

Uaiversidade redaral de Allenas

 Problema da Parada:

— O problema da parada é no minimo tao dificil quanto o
problema da SAT.

— O problema da parada é no minimo tao dificil quanto
qualquer problema.
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* Podemos mostrar que o problema da parada pode ser
reduzido a outros problemas;

— O que isso quer dizer?

— Em que classe de problemas este outro problema esta?
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