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Relembrando aula passada...

- Exemplo:

G=({V,A)




Relembrando aula passada...

AGM _GENERICA( G(V,A), w)

X «—{ }

enquanto| X |<IV |-1 faca

encontrar uma aresta (u,v) segura para X

X« Xu{(u,v)}
fim enquanto

retorna X

fim.

1. Corte
2. Aresta segura
3. Aresta leve




Arvore Geradora Minima

- Dois algoritmos classicos para a AGM:
» Kruskal;
= Prim;

- Primeiro algoritmo:
= Boruvka.



Arvore Geradora Minima

e Prim:
= (Gera uma arvore unica;
= Ao longo do algoritmo, o conjunto X sempre é uma arvore.

« Kruskal:
= Gera uma floresta, antes de gerar a AGM;

= Existe garantia de ser apenas uma arvore apenas depois
da tltima iteracao.




Kruskal

- Na aula de hoje vamos estudar o algoritmo de Kruskal:
> Criado por Joseph Bernard Kruskal, Jr.
= Nascido em 1928.

= Terminou seu PhD na Universidade
de Princeton em 1956
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Arvore Geradora Minima

» Arestas seguras:
= Prim:
+ A aresta segura é sempre a aresta de peso minimo que
conecta a arvore a um vértice nao presente no conjunto X.

= Kruskal:

- A aresta segura é sempre uma aresta de peso minimo no
grafo que conecta dois componentes distintos (duas arvores
distintas na floresta).




Kruskal

e Ponto Chave:

= Ele encontra uma aresta segura para adicionar a floresta
encontrando, de todas as arestas que conectam duas
arvores quaisquer, uma aresta de peso minimo;

- Se voce reparar, o corte acontece neste ponto... Mas para isso, é
efetuada uma adaptacao no grafo original

« Kruskal é considerado um algoritmo guloso, porque em cada passo
ele adiciona a floresta uma aresta de peso minimo (daquelas que
ainda podem ser adicionadas).

= Qu seja, faz uma avaliacao dentre todas as possibilidades que
possuli;



AGM _ Kruskal(G(V,A), w)
X<{}
para cadavértice ve 'V faca
criarConjunto(v)
fim para
A'« ordenar as arestas de A por peso crescente
para cada aresta(u,v)e A' faca
se conjuntoDe(u) # conjuntoDe(v) entdo
X «— XuU{(u,v)}
aplicarUnido(u,v)
fim se
fim para
retorne X

fim.



AGM _ Kruskal(G(V,A), w)

d
X «{}
para cadavértice ve 'V faca

rus

L criarConjunto(v)
A principio, o
conjunto que fim para
guarda as arestas '
da AGM é vazio. A'« ordenar as arestas de A por peso crescente

para cada aresta(u,v)e A' faca
se conjuntoDe(u) # conjuntoDe(v) entdo
X «— XuU{(u,v)}
aplicarUnido(u,v)
fim se
fim para
retorne X

fim.



AGM _ Kruskal(G(V,A), w)
X<{}
— para cadavértice ve 'V faca
criarConjunto(v)

fim para

A'« ordenar as arestas de A por peso crescente

para cada aresta(u,v)e A' faca

se conjuntoDe(u) # conjuntoDe(v) entdo

| V| él.rvores sao X « X u{(u,v))
criadas.

aplicarUnido(u,v)

fim se
fim para
retorne X

fim.



AGM _ Kruskal(G(V,A), w)
X<{}
para cadavértice ve 'V faca
criarConjunto(v)
fim para
A'« ordenar as arestas de A por peso crescente

para cada aresta(u,v)e A' faca

O conjunto de se conjuntoDe(u) # conjuntoDe(v) entdo
arestas €
ordenado em X «— Xu{(u,v)}
funcao dos : . n
s, Condise aplicarUnido(u,v)
necessaria para a fim se
criacdo da AGM
através de ]
Kruskal ﬁm pere
retorne X

fim.



AGM _ Kruskal(G(V,A), w)
X «{}

para cadavértice ve 'V faca

ruSKa

Para cada aresta
do vetor

criarConjunto(v
ordenado J ( )

fim para
A'« ordenar as arestas de A por peso crescente

para cada aresta(u,v)e A' faca

3 __se conjuntoDe(u) # conjuntoDe(v) entdo
Se u e v sdo de

arvores distintas, X «— Xui(u,v)}
a aresta (u,v) é
adicionada ao
conjunto X e €
aplicada uma
unido das fim para
arvores de u e v.

aplicarUnido(u,v)

 fim se

retorne X

fim.




AGM utilizando Kruskal

- Considerando o grafo a seguir... Vamos criar passo-a-
passo a AGM utilizando Kruskal...




AGM utilizando Kruskal

» 192 passo: criar um(a) conjunto/arvore para cada vértice.

m— {{a}. (6} {c}.d) e} {F VoA ) () i)}



AGM utilizando Kruskal

» 29 passo: ordenar as arestas do conjunto A.

Ua}, (b}, {c}.{d}. (e}, { f}. (g}, (), (i}}

A (g,h); (c,i);(f,g):(a,b);(c, f);(g,i);(c,d);(h,i);
(a,h);(b,c);(d,e);(e, f);(b,h);(d, f)



AGM utilizando Kruskal

« 39 passo: para cada aresta ordenada, faca...

Ua}, (b}, {c}.{d}. (e}, { f}. (g}, (). (i}}

g e h pertencem a
mesma arvore na
floresta?

(ah) (bC) (d e); (ef) (bh) (d f)



AGM utilizando Kruskal

- 30 passo: para cada aresta ordenada, fa(;a

Nao... Entao...
Unido das arvores
de g e h e adicdo da
aresta na AGM

g e h pertencem a
mesma arvore na
floresta?

(ah) (bC) (d e); (ef) (bh) (d f)



AGM utilizando Kruskal

- 39 passo: para cada aresta ordenada, faca...

Ha). (b}, {c}.{d}. (e} (f ). {g. h). (i}

A

c e 1 pertencem a
mesma arvore na
floresta?

A (g.h) (i) 9@ by (e fi(g.ivie.d)i(hi):
(a.h):(b.c):(d. e):(e. £): (b.h):(d. f)



AGM utilizando Kruskal

- 30 passo: para cada aresta ordenada, faca...

Nao... Entao...
Unido das arvores 4

de ceie adicdao da
aresta na AGM |

A (g.h): (el @)@ by (e fi(g.ivie.d )i (hi):
(a.h):(b.c):(d. e):(e. £): (b.h):(d. f)



AGM utilizando Kruskal

- 39 passo: para cada aresta ordenada, faca...

Ha}.{b}.{c,i},{d}. (e}, {f}.{g. h}}

fe g pertencem a
mesma arvore na

floresta? | e

A (g.h); (c, l);(f g)i(a,b);(c, );(g, ) (¢, d); (hi);

(a,h);(b,c);(d,e); (e, f);(b,h);(d, f)



AGM utilizando Kruskal

- 30 passo: para cada aresta ordenada, fa(;a

Nao... Entao...
Unido das arvores
de fe g e adicdo da

aresta na AGM

A (g.h); (c, l);(f g)i(a,b);(c, );(g, ) (¢, d); (hi);

(a,h);(b,c);(d,e); (e, f);(b,h);(d, f)



AGM utilizando Kruskal

- 39 passo: para cada aresta ordenada, faca...

Ha).{b}.{c,i},{d}.{e}.{f. g. h}}

a e b pertencem a
mesma arvore na
floresta?

A (8, h); (c,i);(f, g) (a,b);[c, [);(g,1);(c,d); (h,i);

(a,h):(b.c):(d, )i (e, )i (b h):(d, f)



AGM utilizando Kruskal

- 30 passo: para cada aresta ordenada, faca...

Nao... Entao...
Unido das arvores

de a e b e adicao da
aresta na AGM

A (8, h); (c,i);(f, g) (a,b);[c, [);(g,1);(c,d); (h,i);

(a,h):(b.c):(d, )i (e, )i (b h):(d, f)



c e f pertencem a
mesma arvore na
floresta?

AGM utilizando Kruskal

- 30 passo: para cada aresta ordenada, fag

Ha,b},{c,i} {d} e} f, g, h}}

A!

(ah) (bC) (d e); (ef) (bh) (d f)



AGM utilizando Kruskal

- 30 passo: para cada aresta ordenada, faca...

Nao... Entao...
Unido das arvores
de c e fe adicdo da

aresta na AGM

A (8. h); (c,0);(f,8);(a, b) (¢, )i(81):(c,d); (h,i):;

(a,h):(b.c):(d. )i (e, )i (b h):(d, f)



g e 1 pertencem a
mesma arvore na
floresta?

AGM utilizando Kruskal

- 30 passo: para cada aresta ordenada, fag

Ha,b},{d},{e}).{c. f, g, h.i}}

A!

(ah) (bC) (d e); (ef) (bh) (d f)



AGM utilizando Kruskal

- 30 passo: para cada aresta ordenada, faca...

(g,1) fecha um
ciclo. Isso é
identificado
porque g e
pertencem a

mesma arvore na
estrutura auxiliar
‘floresta’.

(ah) (bC) (d e); (ef) (bh) (d f)



c e d pertencem a
mesma arvore na
floresta?

AGM utilizando Kruskal

- 30 passo: para cada aresta ordenada, fag

Ha,b},{d},{e}).{c. f, g, h.i}}

(ah) (bC) (d e); (ef) (bh) (d f)



AGM utilizando Kruskal

- 30 passo: para cada aresta ordenada, faca...

Nio... Entdo... {{a b}, {e}’-{c d,f,g,h l}}

Unido das arvores

de c e d e adicao da 2 7 ¥
aresta na AGM

(ah) (bC) (d e); (ef) (bh) (d f)



AGM utilizando Kruskal

- 39 passo: para cada aresta ordenada, faca...

h e i pertencem a
mesma arvore na
floresta?

Ha,b}.{e},lc,d, f,g,h,i}}

8 ?/

(ah) (bC) (d e); (ef) (bh) (d f)



AGM utilizando Kruskal

- 30 passo: para cada aresta ordenada, faca...

Fecha ciclo...

(ah) (bC) (d e); (ef) (bh) (d f)



AGM utilizando Kruskal

- 39 passo: para cada aresta ordenada, faca...

a e h pertencem a
mesma arvore na
floresta?

Ha,b}.{e},lc,d, f,g,h,i}}

8 ?/




AGM utilizando Kruskal

- 30 passo: para cada aresta ordenada, faca...

Nao... Entao...
Unido das arvores

de a e h e adicao da
aresta na AGM




AGM utilizando Kruskal

- 39 passo: para cada aresta ordenada, faca...

b e ¢ pertencem a {{e}’{a’b’c’d’ f’ g9h9l}}

mesma arvore na
floresta?




AGM utilizando Kruskal

- 30 passo: para cada aresta ordenada, faca...

Fecha ciclo... | 2




AGM utilizando Kruskal

- 39 passo: para cada aresta ordenada, faca...

tel.{a,b,c.d, f,g,h,i}}

3/ 7

d e e pertencem a
mesma arvore na
floresta?




AGM utilizando Kruskal

- 30 passo: para cada aresta ordenada, faca...

N3o... Entio... E{{a b C, d e, f g h l}}i

Unido das arvores

de d e e e adicdo da 8 ]
aresta na AGM




AGM utilizando Kruskal

- 39 passo: para cada aresta ordenada, faca...

Ha,b,c,d,e, f,g,h,i}}

e e f pertencem a
mesma arvore na
floresta?




AGM utilizando Kruskal

« 30 passo: para cada aresta ordenada, faca...

1 2 ﬁ Fecha ciclo...

A (g, h); (c,0);(f 5 g)s(ab)i(e, f ) (24 (e, d); (B);
(a,h);(DX%); (d, e) (&)ib, h):(d, f)




AGM utilizando Kruskal

- 39 passo: para cada aresta ordenada, faca...

Ha,b,c,d,e, f,g,h,i}}

b e h pertencem a
mesma arvore na
floresta?




AGM utilizando Kruskal

« 30 passo: para cada aresta ordenada, faca...

Fecha ciclo...




AGM utilizando Kruskal

- 39 passo: para cada aresta ordenada, faca...

Ha,b,c,d,e, f,g,h,i}}

d e f pertencem a
mesma arvore na
floresta?

A (g, h); (c,0)s(f 5 g)i(ab)i(e, £): (245 (e, d); (B0,
(a,h); (DXC);(d, e); () @@ d, f)}




AGM utilizando Kruskal

« 30 passo: para cada aresta ordenada, faca...

Fecha ciclo... 8 p / d 0
11 ] 4 14 le
8 7 6 f
=== U
A (g.h); (D) (f,8); (a b) (c, f) (9() (c, d)__(_/}_()__,



AGM utilizando Kruskal

- O conjunto X (arestas da AGM) foi composto ao longo da execucao
do Kruskal, onde apenas as arestas nao marcadas de A’ foram
adicionadas a arvore.

A (g.h); (c,i);(f,8)i(a,b);(c, f):(24);(c,d); (hx);
(a,h); (DXC); (d, e); (x4 ); (D) (dyd)



Animacao na Web do algoritmo de
Kruskal

- Pode ser feito passo a passo. Bom para entendimento geral do
algoritmo:

= http://students.ceid.upatras.gr/~papagel /project/kruskal.htm



Exercicio

 Qual é a complexidade do algoritmo de Kruskal?
- Ela de depende quais estruturas?

- Proponha uma estrutura eficiente para armazenar e
efetuar as operacoes na floresta e nas arvores do
algoritmo de Kruskal.
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